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Tu(x) 5687= ρ(x + `u), u ∈ A, x ∈ S, `u ∈ Rq,
ivXÆjX {:j
Tu(S) ∩ Tv(S) = ∅, ∀ (u, v) ∈ A2, u 6= v.
­c º Á±
 ]\j
UN = u1 . . . uN
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`A = (0, 0), `C = (0, 1), `G = (1, 1), `T = (1, 0),
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X1, . . . , Xi
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AAA   
CAA   GAA   
TAA   
ACA   
CCA   GCA   
TCA   AGA   
CGA   GGA   
TGA   
ATA   
CTA   GTA   
TTA   
AAC   
CAC   GAC   
TAC   
ACC   
CCC   GCC   
TCC   AGC   
CGC   GGC   
TGC   
ATC   
CTC   GTC   
TTC   AAG   
CAG   GAG   
TAG   
ACG   
CCG   GCG   
TCG   AGG   
CGG   GGG   
TGG   
ATG   
CTG   GTG   
TTG   
AAT   
CAT   GAT   
TAT   
ACT   
CCT   GCT   
TCT   AGT   
CGT   GGT   
TGT   
ATT   
CTT   GTT   
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[0, 1]      
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[1, 1]      
T 
[1, 0]      
  ¯/X {Fpti °{:[^]Ã|]\}ox]ki!]\j!{:jnqpFBp:³jX]*¶xij
10
Lv\rq]kpFjnq~o]ki p:³jX]0%(* ªjXox]QÚ




uv]\k]nqiÃx]{F~^³«xpF[ rq]Q³«jÃjp`xn¸stXLj º w(pFn¸Ljmvo[,lV]\x 3 kpFxx]ki}VpF~oiÃjp,jX]¶xij
3
Ú©rq]\jj]\xS¿/pFx~










jX],]\jxpF}LhÈ{:j]{FXÈx]kipFr¸vojnqpF¹rq]\z]\r º ¯ÃpFjx!{:xh¹jpS}ox]\z4nqpFvi¿ÃpFx´4iB­«i]k],] º s º Ø{:n¸xn¸xnY¡k¨

&% '¸+*J±vin¸osÆ]\jxpF}hx]\r½{:j]k~jp·¿/pFx~ kpFvojn¸os¾EjX]BkpFLjn¸vpFvi`x]kipFr¸vojnqpFDp:³m¯m°|
{:r¸rqpÁ¿ijpB~2nqijn¸ostvonqiX®l<]\j¤¿/]k]\  $É i]kuv]\k]ki8{:~¼x!{:~opF[ i]kuLv]\k]ki º
É Xo ¡k¨,/%0'ï+*vi]Æivolon¸Lj]\xzF{:rqi·{:~ x]\}ox]ki]\Ljivolijxn¸osiSn¸ pFx~o]\xSjpDpFloj!{:n¸ {:
{Fk\vox!{:j]®XonqijpFstx!{:[ p:³8jX]¹ivolijxn¸osi^n¸ jX]ÆkpF[B}orq]\j]¹s]\pF[^] º WYXonqiXonqijpFstx!{:[ nqi
{:r¸rq]k~jX], ^¡:¦Ï4¥¡¥¡Â£¥¡Qk¡Q§ ¨©¨«ª«F§Èp:³EjX]s]\pF[^] º WYX]\hS}oxpz4nq~o]8{,X {:x!{F\j]\xn¸ÊÁ{:jnqpFÆp:³
jX] $8É i]kuv]\k]kil {Fi]k~ÆpFÆjX]\n¸x[^]{Fivox]x]\}ox]ki]\Lj!{:jnqpFE¾ stn¸z]\¹n¸ÆjX]³¬pFx[ p:³ jX]
}oxpFl {:lon¸r¸n¸jÂh~o]\in¸jÂh^³«vo\jnqpFÅp:³EjX][^]{Fivox] º a¤jÃnqi/~o]\j]\x[Bn¸]k~¼lLh^jX]8]4}<pF]\jYn¸·jX]
[,vor¸jnÎ³Jx!{F\j!{:r {: {:r¸h4inqip:³jX]`{Fi{F~o] º
Ç¹ptij·p:³jX]Æjn¸[^]¹jXoxpFvostXpFvoj·jXonqi·ijv~2h¾YjX]¹i]kuv]\k]
U = u1, u2, . . .
¿mn¸r¸rlV]
x!{:~opF[ {:~ }Vpti!in¸lor¸h n¸2¶on¸j] º WYX]\x]Q³«pFx]t¾n¸ jX]¹³¬pFxjXkpF[Bn¸osÀi!]k\jnqpFE¾m¿/]×{: {:r¸h4Ê]
i!pF[^]ijpL!X {Fijnq}oxpF}<]\xjnq]kip:³ jX],¯m°|#]k]k~o]k~Ån¸ÅjX]i]kuLv]\r º

















[0, 1[ º f4pF[^]p:³ÃjX][S{:n¸È[S{:jX]\[S{:jnq{:r³«]{:jvox]ki8]k]k~o]k~r½{:j]\x¿mn¸r¸r l<]ij!{:j]k~¼pÁ¿¾ {:~Å[^ptijp:³jX]\[ {:ÅlV]x]Q³¬pFx[`vor½{:j]k~®n¸ÅjX]~opF[S{:n¸Å³¬pFx[^]k~¼lh
jX]n¸Lj]\xnqpFxp:³{
d
Ú¤inq~o]k~®kpFz]Å}VpFr¸h4spF R2 ºW@p^]\ivox]{BipF[^]\XpÁ¿ i]\rÎ³JÚ¤kpFj!{:n¸]k~¹i]k\jnqpFO­¬{:jrq]{Fij{FiY³¬pFxjX]pFj!{:jnqpF±Q¾n¸j¿mn¸r¸r
l<]kpFz]\onq]\LjjpBkpFinq~o]\xjX]x]k\voxin¸z]i!X]\[^]
Yn = d
−1(Yn−1 + Zn), n ≥ 1,
­c º L±
¿mX]\x]









]kuLv {:jnqpF ­c º L±}V]\xj!{:n¸i`jpÆi]\z]\x!{:rÃ~o]k]\}or¸h]2}orqpFx]k~6{:x]{FiÁ¾@r¸n¸´]ijpL!X {Fijnq{:r¸spFxn¸jXo[^i











pF]/{:`z4nq]\¿ ­c º ±@{FiEjX]/l {Fi]QÚ d ]2} {:inqpFp:³ Yn−d−nY0 ­Jn¸,jX]x]\z]\xi]ÃpFx~o]\x(in¸k] Zn{:}o}<]{:xi n¸¶xijE}Vptin¸jnqpF±Q¾Á¿mXonq!X`n¸oX]\x]\jr¸hn¸LzpFr¸z]kiEjX]²{:}o} {:xn¸jnqpFp:³2zF{:xnqpFvi l<]{:vojnÎ³«vor
ß(ß æ
<:=?>@=BA
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ÈF¥Í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³©{:\hÆpFl2y]k\jir¸n¸´],in¸ostvor½{:x8~2nqijxn¸lovojnqpFi{:~®³«x!{F\j!{:rqi­«i]k]³«pFxn¸ij!{:k]_/n¸r¸r¸n¸osirq]\h ' *










nqi,{:rqip®ij!{:jnqpF {:xh×]\xspL~2nq·{:~Di!{:jnqic¶ ]ki·­c º ± º WYX]SzF{:xn½{:lorq]ki Zi lV]\n¸os®voonÎÚ³¬pFx[Br¸h·lVpFvo~o]k~ ¾o¿Ã]s]\jn¸[B[^]k~2n½{:j]\r¸h




|Yn − Ỹn| = 0, a.s.,
{:~ jX]×kpFLz]\xs]\k]DnqiÅs]kpF[^]\jxnq ºÄ» ]×iX {:r¸r~o]\pFj]×lh Y∞ jX]×r¸n¸[Bn¸jn¸os&x!{:~opF[zt{:xn½{:lorq]`{:~ÅlLh
π
n¸jikpFxx]ki}VpF~2n¸os·~2nqijxn¸lovojnqpF º




(zn, zn−1, . . . , u1)
¾pFxjp{:
n¸2¶on¸j]×pF]×p:³jX]È³«pFx[





au, 0 ≤ u ≤ d − 1,
p:³jX]r¸n¸]{:xivolijn¸jvojnqpF



















] º s º _/n¸r¸r¸n¸osirq]\h ' *{:~ Ë {:rqkpF]\x ' )+* º
 Äa©³
Z
nqivoonÎ³¬pFx[ pF {0, 1, . . . , d − 1} ¾jX]\ π nqiin¸[B}or¸h¼jX]  ]\lV]kistv]`[^]{Fivox]pÁz]\x

















α 5687= dimH(Sπ) stn¸z]\ÆlLh





­c º   ±
¿mXonq!XÀn¸6jvoxÀiXp¿ijX {:jjX]·~2nqijxn¸lovojnqpFO³Jvo\jnqpF




Ú©[^]{Fivox]­«i]k]-' ¾ )+*J±Q¾n º ] º




nqiij!{:jnqpF {:xh¼]\xsp4~2nq     º
 Y¥c %
 Í E  Ît¥«Ì¡`§Ï4    ¡Q¥¦ %²a¤jmkpFvorq~¼l<]pFloj!{:n¸]k~®{Fi{,[^]\x]kpFi]kuv]\k]p:³jX]8s]QÚ
pF[^]\jxnq8]\xsp4~2nq\n¸j¤h^iXpÁ¿m¼{:l<pz]t¾4i]k]  pL]\z] 'ït+*J± º*É kpF\voxx]\Lj{:}o}oxpL!Xnqi²jpx]\[S{:x´<¾



























π(E) > 0 ºWYXonqiÃ]2}<]k\j]k~x]kivor¸jÃ¿mn¸r¸r<l<]vi!]k~Sn¸Åi]k\jnqpFÆ`jp,X {:~2rq]]\[B}on¸xnq{:r [^]{Fivox]ki{Fi!ip:Ú
\n½{:j]k~Æ¿mn¸jX
UN
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Ë pFx (Zn) i!{:jnqic³«hLn¸osÅjX]
   SkpF~2n¸jnqpFE¾(¿mn¸jXpFvoj`³JvoxjX]\xkpFijx!{:n¸j¾jX]\x]Snqi\rq]{:xr¸h




¿Ã]ÆkpF[^]Ævo}&¿mn¸jX {À¥¡@Î¨«ª :¡×¡\§ ¨«¥cQ£ t¾Y{×´]\hÀuLv {:jn¸jÂh n¸ jX]ÅjX]kpFxh p:³r½{:xs]Æ~o]\z4n½{1Ú
jnqpFi º W(p{kzpFnq~voo]kk]kii!{:xh,j]kXoonq{:r¸n¸jnq]ki¾LjX]Ãjx!{:in¸jnqpFB[S{:jxn p:³ (Zn) ¿mn¸r¸r2l<]/j!{:´]\ijxnq\jr¸h}Vptin¸jn¸z] º ¯ÃpFinq~o]\xjX]²kpFi]k\vojn¸z]/} {:n¸xi ZnZn−1, . . . , Z2Z1  jX]\h`{:rqip³«pFx[ {:]\xspFstnq,ÇÈ{:x´pÁzÅX {:n¸
(Wn)n≥0
¾o¿mn¸jX®ij!{:j]i} {Fk] A2 ¾ojx!{:in¸jnqpF®[S{:jxn  R 56/7= [r(i, j)]{:~Æn¸zt{:xn½{:j[^]{Fivox]~o]\pFj]k~Ålh




ζ(i, j) log r(i, j),
­c º   ±
¿mX]\k]jX]³«pFr¸rqpÁ¿mn¸osØ{:vi~opFxcÙ×~2n¸[^]\inqpF




ζ(i, j) log r(i, j).
_/h¼]2j]\~2n¸os^jX]{:xstvo[^]\jn¸ ' )+*¤¾opF]{:®{:rqip^{F!Xonq]\z],{,¶]\x[,vor¸jnÎ³Jx!{F\j!{:r {: {:rÎÚ
h2inqi º  ]\j!{:n¸rqi{:x]`pF[Bn¸jj]k~ º
!    
 '   8"# '"  
aÂjnqim}<ptiin¸lorq]jp^stn¸z]`{Sin¸[B}orq]\xn¸j]\xnqpFÈj]\r¸r¸n¸osS¿mX]\È{¯m°|#X {FilV]k]\¹pFloj!{:n¸]k~Æ³«xpF[
{: n º n º ~ º i!]kuv]\k] ºÀ» Xon¸rq]Åin¸[B}orq]t¾/jXonqiBx]kivor¸jBstn¸z]kiBxnqi]¼jpn¸Lj]\x]kijn¸os6{:}o}or¸nq{:jnqpFi¾
loxnq]	h¼}ox]ki]\Lj]k~ÅX]\x] º




w = u1 . . . uN
{:~¼³«pFx{:LhÅ_ÃpFx]\r(i]\j
B ∈ B(S) ¾
Bw 5687= TuN ◦ · · · ◦ Tu1(B). ­c º )±
WYXonqi~o]Q¶on¸jnqpF¹\rq]{:xr¸hÅkpFn¸\nq~o]ki¿mn¸jX6­c º ±Y¿mX]\ B = S º
É iivo[^]ÅjX {:j U nqi·{ ij!{:jnqpF {:xh ]\xsp4~2nq¹i]kuLv]\k]t¾{:~ rq]\j π l<]ÆjX]¹ij!{:jnqpF {:xh~2nqijxn¸lovojnqpFSp:³Vn¸ji²¯m°|&pF




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	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 2¡Q¨©t¨«ª¬F§F¥@B¥F§  F  k¡kÏo¡Q§VÍ!¡
U
ª½ª %¸ª %  %Eª `F§  F§: ^ª 




   ¯/X {Fpti,°{:[^]^|]\}ox]ki]\j!{:jnqpFOp:³ÃjX]Btttt¼¶xijv\rq]kpFjnq~o]kip:³¯/XoxpF[^p:Ú
ipF[^],p:³ F ^ <¦£ª©¡Q§o^­JXpF[^i!{28n¸¼W{:lorq] º Á±ÃpF¼jX]rq]Q³«j¾o{:~¼p:³¨«¥¡¤£ 9
¨©F  tÍ¦¡¦*Á¡@ ª«Í!Ît¥Å­«i!kpL]Á±ÃpFÆjX]xn¸stXj º
É ¯ ° W 
 - - - -q0q1 q2q3q4 q5q6 q7 q8q9 q10









   ¯/X {Fpti°{:[^]·|]\}ox]ki!]\j!{:jnqpF p:³jX]®Å¶xij,Lv\rq]kpFjnq~o]kiBp:³ 0%* ª8s]\]
jXox É ­ É W°¯m° É °W°W±mpFÅjX]voon¸ji]\st[^]\j
ß(ß æ
<:=?>@=BA
  ¡©ÌÌDQ§ÍYÏ @ ¸¡	2¡F§:9
ÈF¥ÍEFcÌFÏ2¨¬¨¤¡¦
 Y¥c % » X]\ U X {Fin º n º ~ º kpF[B}<pF]\jiÁ¾²jX]¼]\z]\j {Xn+1 ∈ Su} = {un+1 = u} nqin¸~o]\}<]\~o]\j8p:³jX]`]\z]\j {Xn ∈ B} º Ø8]\k]t¾@­c º ±Ãn¸[B}or¸nq]ki
P(Xn+1 ∈ Su)P(Xn ∈ B) = P(Xn+1 ∈ Su, Xn ∈ B) = P(Xn+1 ∈ Bu).
¯ÃpFz]\xi]\r¸h¾t{Fiivo[^] jX {:jÃ­c º ±VXpFrq~oi({:~}onq!´{:{:xlon¸jx!{:xh¶on¸j]²i]kuv]\k] v1 . . . vN ºWYX]`XpFnqk]
u = vN
{:~
B = Sv1 . . . vN−1
hLnq]\rq~oi
π(Sv1 . . . vN ) = π
(
(Sv1 . . . vN−1)vN
)
= π(Sv1 . . . vN−1)π(SvN ),
{:~ ¾jXoxpFvostX¹{Bijx!{:n¸stXLjc³«pFx¿Y{:x~Æx]k\voxx]\k]`i!X]\[^]t¾
π(Sv1 . . . vN ) = π(Sv1)π(Sv2) · · · π(SvN ).
fLn¸k]
v1 . . . vN
nqi{:xlon¸jx!{:xh¾jX]x!{:~opF[ i]kuLv]\k]
U
nqimn º n º ~ º
WYX]8¶xijmnq~o]{BkpF[Bn¸os^jp[Bn¸~Åjp[S{:´]`w*xpF}Vptin¸jnqpF  º }oxp:¶j!{:lorq]nqimjpBkpFijxv\j
{Bj]kijp:³*n¸~o]\}V]\~o]\k]`³¬pFx{Bij!{:jnqpF {:xhÆi]kuLv]\k]p:³*rq]\jj]\xin¸ A º WYXonqinqijX],ivol2y]k\jp:³²f4]k\jnqpF¹2¾o¿mX]\x]`ÇÈ{:x´pÁz¼!X {:n¸ip:³{:xlon¸jx!{:xhÅpFx~o]\x¿mn¸r¸r({:rqipl<]kpFinq~o]\x]k~ º
 ]ki!X {kzt{:o]Æ¡\¨m/% ' 3*(vi]`jX]¯m°| ¿mn¸jX×{Bz4nq]\¿#jpS!X {:x!{F\j]\xn¸Êkn¸os®{:~®\r½{FiinÎ¶os
i}V]k\nq]ki º WYX]\h {:xstv]ÅjX {:jSjXonqiSi}<]k\nÎ¶ \n¸j¤h p:³s]\pF[BnqÆijxv\jvox]Ænqi^jX]ÆkpFi]kuLv]\k]
p:³]\z4n¸xpFo[^]\j¼{F\jnqpF&pF jX]ÅpF]ÅX {:~ ¾m{:~ p:³ijxv\jvox]ÆkpFijx!{:n¸LjiÈ­Jx]\}or¸nq{:jnqpFE¾
x]\} {:n¸xn¸os¾ x]kkpF[`lon¸ {:jnqpF±pFÅjX]pFjX]\xX {:~ º
É  {:r¸h2inqi@p:³o¿ÃpFx~³«x]kuv]\\h`{:rqpFos{ms]\]Ã{:rqipXon¸stXor¸n¸stXLjiin¸[Bn¸r½{:xn¸jnq]ki {:~,~2nÎÙ<]\x]\k]ki
l<]\j¤¿Ã]k]\¹]{F!X®i}<]k\nq]ki º  {:xr¸n¸¹{:~Æ_Ãvoxs]-'¸Á3*{:~   {:xr¸n¸{:~ÅÇ®x:Ê]\´ 'ït+*@vi!]}oxp:¶rq]
p:³  ªJ§ÏoÍ q¡t¨«ª  ¡¼¥¡@¸t¨«ª F¡Å   Ï4§  F§VÍ!¡·zt{:r¸v]ki{Fi{Ås]\pF[Bnq¼in¸st {:jvox] º WYX]\hDiXp¿jX {:j
jX]zF{:xn½{:jnqpFÈp:³ ¿ÃpFx~Å³«x]kuv]\\h¼l<]\j¤¿Ã]k]\¹s]\]kip:³{Bstn¸z]\®i}<]k\nq]kinqii[S{:r¸rq]\xjX {:Æ³¬pFx
s]\]kip:³ ~2nÎÙ ]\x]\j8i}V]k\nq]kiÁ¾{:~Ålovon¸rq~Å}oXh4rqpFs]\]\jnqjx]k]kil {Fi]k~ÅpFÆjX]ki]}oxp:¶rq]ki º







aÂjmnqimjX]\x]Q³¬pFx]j]\[B}ojn¸osSjpB~o]Q¶],{[^pFx]s]\]\x!{:rY²¢9   :¡  ¥¡@¸t¨«ª  :¡   Ï4§  t§Í!¡{Fi
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» ]kpFinq~o]\xmjX]{Fi]8¿mX]\x] U = u1, u2, . . . nqi{i]kuLv]\k]p:³ n¸~o]\}V]\~o]\Ljx]{:r¸n¸ÊÁ{:jnqpFip:³,{Dx!{:~opF[ zF{:xn½{:lorq]
u
¾Yj!{:´4n¸os6n¸jizF{:r¸v]kin¸ A = {0, . . . , d − 1} º WYXonqi¼in¸jv {:jnqpFkpFxx]ki}VpF~oijpBjX]`]\zpFr¸vojnqpF]kuLv {:jnqpFO­c º ±Ã³¬pFxjX],ÇÈ{:x´pÁzÆX {:n¸ (Xi)i≥0 º  ]\j F =
{F i, i ≥ 0}
¿mX]\x] F i nqimjX] σ ÚÂ{:r¸s]\lox!{^p:³ jX]]\z]\jipLk\voxxn¸os^vo}®jpjn¸[^] i ºa¤j ¿Ã{Fi²iXp¿mBn¸f4]k\jnqpFÆ º 8jX {:j Xn kpFLz]\xs]ki/{:r¸[^ptijivox]\r¸h`jp{x!{:~opF[ zt{:xn½{:lorq]
X∞
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Φ(t)














pv 56/7= P(u1 = v). ­¬ º Á±





















eitρ`v P(uj+1 = v|F j).
 ]\j
Φj(t) 56/7= E[eitXj ] º fLn¸k]jX]zF{:xn½{:lorq]ki {ui, i ≥ 1} {:x]n¸~o]\}<]\~o]\j¾pF]X {Fi
Φj+1(t) = g(t) Φj(ρ t)



























































∣∣∣ ≤ 1 º
 ]\jviivo}o}Vpti] <(a) < 12 º
a¤ÅjX]`} {:xjnq\vor½{:x{Fi] A = {A,C,G, T} ¾VjXonqi{Fiivo[B}2ÚjnqpF®XpFrq~oimnÎ³
pA − pC + pG − pT 6= 0,
pA(pA − pG) 6= pT (pT − pC)
pFx
pA − pG > pT , pT − pC > pA.
Ø8p¿Ã]\z]\x¾@¯/X {:xs{1ÙÛÜii!]kkpF~®xvorq]`³«pFx  $É i]kuLv]\k]kiij!{:j]kijX {:j pA = pT ¾ pC = pG ¾¿mXonq!X,[^]{:i(jX {:jX]\k]¿/]/]k]k~jpspm³«voxjX]\x(n¸,jX]²ijv~2hp:³ojX]Ã{FihL[B}ojpFjnq/l<]\X {kz4nqpFx
p:³
Φ(t)
¿mX]\ <(a) = 12 º
       @¡\¨/ÏLªI§ ¨«¥  ÏoÍ!¡¨J2¡ (¡Q¥cÍ\¦Ï4§Ík¨«ª¬F§






 o¡Q¥¡ −v 6∈ N t§  |z| < 1 F¥ |z| = 1 F§  <(s) > 1 %  2¡\§ kF¥`  σ1 > 0  /¡4  :¡
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log P (t) =
log(1 − a)
log ρ




w*xpLp:³¬ip:³*WYX]kpFx]\[  º B{:~¹¯ÃpFxpFr¸r½{:xhÆ º ^{:x]stn¸z]\Æn¸ É }o}<]\~2n  É,º
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 
























UN = u1 . . . uN









¡\Ï¡Q§Í!¡ / º/» ]kpFinq~o]\xjX]}oxpFlorq]\[ p:³j]kijn¸os H0 {:s{:n¸ij H \ H0 ¾2jX]\ Hm {:s{:n¸ij
H \ Hm º
   " 3











¾ ¿Ã],iX {:r¸r {F~:ycvij
ε
lLhÆvi],p:³jX],k]\Ljx!{:rr¸n¸[Bn¸j
jX]kpFx]\[ º WYXonqinqi~opF]n¸ÅjX]³«pFr¸rqpÁ¿mn¸osSjX]kpFx]\[ º
     @¡k¨
uα
  ¡¨J2¡
(1 − α2 )




P (|Y | > uα) ≤ α
 2¡Q¥¡
Y
4:`S§F¥Q ^  ªIQ¨«¥Qª   Ï2¨«ª¬F§%  ,¡ 1§V¡ \
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 º Á±
ªI¥¡k¡Ík¨*¥¡¬ÌFª¬F§¹¨¤¡QQ¨*8F?F £V¨©t¨«ª¬Í2q¡	 :¡ 
α
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WYX]}oxpLp:³*p:³*WYX]kpFx]\[  º nqimstn¸z]\Æn¸ É }o}<]\~2n Å_ º

















³¬pFx{:h¼} {:xjn¸jnqpF {B1, . . . , Bk} p:³ [0, 1[2 ¾2¿mX]\x]














N(uv) − N(u·)N(·v)/(N − 1)
)2











N(u·) ­Jx]ki} º N(·v) ±nqijX]BLvo[`l<]\xp:³~2n¸v\rq]kpFjnq~o]kil<]\stn¸oon¸os®¿mn¸jX u ­Jx]ki} º ]\~2n¸os¿mn¸jX
v
± º  ~o]\x H0 ¾ X2 ³¬pFr¸rqp¿i({FihL[B}ojpFjnq{:r¸r¸h{YXonÎÚ¤i!uv {:x]/~2nqijxn¸lovojnqpF`¿mn¸jX 9 ~o]\stx]k]kip:³m³«x]k]k~opF[ º WYXonqi,j]kij{: l<]^z4nq]\¿/]k~ {Fi{Ås]\]\x!{:r¸n¸Ê]k~Or¸n¸´]\r¸n¸XpLp4~6x!{:jnqp®j]kij º a¤6jX]
i}V]k\n½{:rÃ{Fi]S¿mX]\OjX]} {:xjn¸jnqpFOnqi {Bu, u ∈ A} ¾jX]·ij!{:jnqijnqkiÅ­¬ º ±,{FihL[B}ojpFjnq{:r¸r¸hh4nq]\rq~oimjp
X2 º
       EF¥ 
B ⊂ B(S) 
1√









(1 − α) 9kÏ2F§¨«ª q¡B¨J2¡ÍQLª 9¤ \ÏoF¥¡ Î χ2(r) %  2¡\§È¨J2¡¡\¨
{
1√




2 > qα(d − 1)

























2 > qα((d − 1)(k − 1))
}








WYX]}oxpLp:³*p:³*WYX]kpFx]\[  º nqimstn¸z]\Æn¸ É }o}<]\~2n ®¯ º




p:³ jX]i]\ji­¬ º   ±{:~ ­¬ º   ± º
      8¦¦Ï4 ^¡`¨J4t¨
H \ H0
4   /t§  q¡\¨
B ∈ B(S) F§  u ∈ A   ¡QÏ2Í\Å¨J2t¨
π(Bu) 6= π(Su)π(B). ­¬ º )±




 *¨J2¡8¨¤¡¦\¨ª½8F?F £V¨©t¨«ª¬Í BÍF§oQª½\¨¤¡Q§ ¨ %  ª F¡ *ªIk¡ ª  {B1 = B,B2 . . . , Bk} ª½8£oF¥Q¨«ª«¨«ª¬F§^²¨J2¡/Ï4§ª«¨  \ÏoF¥¡  ¨Jo¡Ã¨¤¡¦Q¨   Ï4ª Î¨ ¦¥F ¨J2¡/¥¡k¡Ík¨«ª«t§S¨¤¡¦Q¨    % ª½/:@F £<¨©t¨«ª«Í!  
Í!F§o¦ªIQ¨¤¡\§ ¨ %
 Y¥c % É kkpFx~2n¸osSjpjX]`kpFz]\xs]\k]`p:³ jX]]\[B}on¸xnq{:r]kijn¸[S{:j]t¾ {:r¸[^ptijivox]\r¸h
π̂N (Su)π̂N (B) − π̂N (Bu) −→ puπ(B) − π(Bu).
É iivo[Bn¸os®­¬ º )±Q¾
√
N











WYX]`{Fii]\xjnqpFip:³*WYX]kpFx]\[  º ,³¬pFr¸rqp¿ ]{Fin¸r¸h º
ß(ß æ
<:=?>@=BA













































WYX]®ij!{:jnqijnqki~o]Q¶]k~&n¸ WYX]kpFx]\[  º Dnqi^[^pFx]®s]\]\x!{:rjX {: w(]{:xipFEÛÜi¼in¸k]®n¸j
~op4]ki/pFj/r¸n¸[Bn¸jÃn¸ji]\rÎ³Ejp`i!pF[^]} {:xjnq\vor½{:xY[S{:x´pz4n½{:Åijxv\jvox] º W@p,n¸r¸r¸vijx!{:j]jXonqiÃ}VpFn¸Lj¾
rq]\j¼viÅkpFinq~o]\xÅjX]È³¬pFr¸rqp¿mn¸os ³¬{:[Bn¸r¸h p:³Ç{:x´pz X {:n¸iÆp:³pFx~o]\x
m > 1 
¶xij¾
mn¸~o]\}<]\~o]\jÇÈ{:x´pÁzÈ!X {:n¸i























1 ≤ k < m º Ø8p¿Ã]\z]\x¾³«xpF[ jX],}<pFn¸jp:³²z4nq]\¿p:³²jX]
X2
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S = [0, 1[2
±Q¾opF·jX]
4







p:³n º n º ~ º x!{:~opF[ zF{:xn½{:lorq]ki¼­J¿mXonqX ~2nqijxn¸lovojnqpFOnqi
n¸ji!]\rÎ³ !Xpti]\ÆvoonÎ³¬pFx[Br¸ho±{:x]s]\]\x!{:j]k~ º aÂÆpFx~o]\xjp^i]k]XpÁ¿#jX]!XpFnqk]`p:³ jX]i]\ji Bi{1Ù ]k\jijX]·{Fk\vox!{F\h p:³mjX]^j]kij¾ i]\z]\x!{:rY{:xlon¸jx!{:xhD} {:xjn¸jnqpFi,X {kz]lV]k]\Oi]\rq]k\j]k~ ¾*{Fi
~o]ki!\xn¸lV]k~Ån¸ Ë n¸stvox]` º  º
W({:lorq] º iXp¿iÃjX]³«x!{F\jnqpF¼p:³({Fi]ki/¿mX]\x]XLhL}<pFjX]kinqi H0 nqiY{Fkk]\}oj]k~ ¾4³¬pFxÃ{`rq]\z]\r









p:³W{:lorq], º ± º Ø]\x]jX]XpFnqk]p:³*jX]} {:xjn¸jnqpF {B1, . . . , Bk} nqi\xv\n½{:r@³«pFxjX]}VpÁ¿/]\xp:³<jX]Yj]kij²{:~ ¾[^pFx]Yn¸[B}VpFxj!{:Ljr¸h¾4w]{:xipFSij!{:jnqijnqki*stn¸z]ki*jX]ml<]kij x]kivor¸ji*n¸pFx~o]\xjp












m > 1 º WYX]`x]kivor¸jiiXpÁ¿ijX {:j8jX]¯m°|mÚ©l {Fi]k~®j]kijnqiz]\xh]QÙ ]k\jn¸z]SpFDjXonqi} {:xjnq\vor½{:xi]\j`p:³mÇÈ{:x´pÁz×X {:n¸i¾(¿mX]\x]{Fi,w]{:xipFEÛÜi`j]kij³©{:x]ki
{Fi,]4}<]k\j]k~6z]\xh×}Vp4pFxr¸h º a¤Lj]\x]kijn¸ostr¸h¾ jX]^}oxpF}<pFxjnqpF p:³mx]çyc]k\j]k~Oi]kuLv]\k]ki`nqi`pFj
{1Ù ]k\j]k~ pFj!{:lor¸hÀlhOjX]ÆpFx~o]\x^p:³~o]\}V]\~o]\\h º WYXonqiBn¸r¸r¸vijx!{:j]kiSjX]Åijx]\ostjX&p:³jX]
¯m°| ³¬pFx/iv!XSj]kiji  n¸jÃ~opL]ki²pFj²n¸[B}<pti]{:LhSkpFijx!{:n¸LjÃpFjX]n¸o}ovojYi]kuv]\k]lV]kinq~o]ki
ij!{:jnqpF {:xn¸j¤h º WYX],{:r¸j]\x {:jn¸z] H \ H0 nqim[`v!X®[^pFx]s]\]\x!{:r@jX {: H1 º
    
+ (
 '   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   ' '      
 
» ]SkpFinq~o]\xjX]B}oxpFlorq]\[ p:³Yj]kijn¸os Hm {:s{:n¸ijjX]^Xh4}VpFjX]kinqi H \ Hm º WYX]SkpF2Úijxv\jnqpF®p:³jX]j]kijmx]\r¸nq]kipFÅjX]³¬pFr¸rqp¿mn¸osSs]\]\x!{:r¸n¸ÊÁ{:jnqpFÈp:³*w*xpF}<ptin¸jnqpF  º  º
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N   Ñ o: Õ   o1 1   oÁ 2   oÁ 3   oÁ 4t    º t ): º F    º    ): º     º t
t )2 º t ): º F     º F )t º  )t º 
tt ): º    )t º t )t º t )t º  ): º t
tt ): º  ): º )t )t º  )t º  ): º F
ttt ): º F )t º F ): º    ): º    )t º t
	
   Ë x!{F\jnqpFÈp:³{Fi]ki¿mX]\x] H0 nqi8{Fkk]\}oj]k~ ¾Vin¸[`vor½{:jn¸os·n º n º ~®i!]kuv]\k]ki8p:³*x!{:2Ú~opF[ r½{k¿¾2³¬pFx{rq]\z]\r
α = 0.05 º
Õ :Ö Ñ 
N   Ñ o: Õ   oÁ 1   oÁ 2   oÁ 3   o1 4 t t º    ) º    : º t   º    Á º t
t    º    \ º  t º t  º     º t
tt t    º       º     º t    º t
tt t )t º       º t t º  F º   
ttt t t t t t
 t  º    º )t t º t   º     º )t
t  º   º t ) º    ) º t  º 
tt   º     º t 
) º )t 
) º t    º t
tt  º  )2 º     º t    º t 4 º )t
ttt  º  t t t t
 t  º  ) º t 2 º t   º       º 
t  º   º     º   º     º   
tt   º     º t 
) º F  º )t  º t
tt  º    )2 º t    º t F º F    º 








































¿mXonq!X¹n¸[B}or¸nq]kiB­¬ º tÁ± º ¯ÃpFLz]\xi]\r¸h¾ {Fiivo[^]`jX {:j­¬ º tÁ±mXpFrq~oi{:~¹Xp4pti]{:È{:xlon¸jx!{:xh
¶on¸j]®i]kuv]\k]
v−n . . . v0
¿mn¸jX
n > m º WYX]ÅXpFnqk] u = v0 ¾ w = v−m . . . v−1 {:~
B = Sv−n . . . v−m−1
h4nq]\rq~oi
π(Sv−n . . . v0) =
π(Sv−m . . . v0)
π(Sv−m . . . v−1)
π(Sv−n . . . v−1)
{:~ÆjX]\x]Q³«pFx]
P(u0 = v0|u−n = v−n, . . . u−1 = v−1) =
π(Sv−n . . . v0)
π(Sv−n . . . v−1)
=
π(Sv−m . . . v0)













π̂N (Sw)π̂N (Bwu) − π̂N (Swu)π̂N (Bw)
)
√
π̂N (Sw)π̂N (Swu)π̂N (Bw)
       (¡\¨ÃÏ  ¡Q§¨¤¡
qα(r)
¨J2¡

















RN (Bi, w, u)
2 > qα
(
4m(d − 1)(k − 1)
)} ­¬ º ±
ªI^Å¥¡k¡Ík¨¥¡¬ÌFª¬F§ ^®¨¤¡QQ¨^:@F £<¨©t¨«ª«Í-¸¡ :¡@
α
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ß(ß æ
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log P (t) =
log(1 − a)
log ρ
log t + log(1 − a)
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log ρ
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∣∣∣ ≤ e( π2 +η)α
∫ +∞
−ξ
et | γ7(t) |
| et − u |2 dt.
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∣∣∣ ≤ C(u, ξ)e(2π−θ)α.
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π̂N (Su)π̂N (B) − π̂N (Bu)
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εj(u) 5687=   {uj=u} − pu
F§ 
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−π̂N (Bu) + puπ̂N (B) + π(B)
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εj(w, u) 56/7=   Sw(Xj−1)(   {uj=u} − Q(w, u)),
Vj(B,w) 56/7= pw   B(Xj) − π(Bw).
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